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摘要: 流场内声波的直接数值模拟对数值格式的耗散、色散特性提出了严格要求,首先介绍了两种适于声学

模拟空间差分格式——紧致差分格式与色散关系保持 (DR P)格式的基本思想,然后分析了格式的色散及其与

四阶龙格- 库塔法结合时的耗散特性。根据 Fourier误差分析和数值模拟发现:无论从格式可有效求解的波数

范围还是从与龙格- 库塔时间推进结合后的耗散特性来看六阶紧致格式的可有效求解范围要大于 DR P 格

式;不过,数值计算表明紧致格式的计算量远远超过DR P 格式,对计算机资源提出了较高的要求。
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Abstract: D irect num erical sim ulation of aero2acoustics needs excellen t num erical character2
istics of spatial difference schem es such as dispersion relation and dissipation. T he idea of compact

fin ite difference schem e and D ispersion R elation P reserving (DR P ) schem e is discussed first.

T hen, the dispersion characteristics and the dissipation characteristics of the two schem es are ana2
lyzed. T he results show that either the so lvable range of num ber of w aves o r the dissipation char2
acteristics of the schem e com bined w ith four2stage four2order R unge2Kutta m ethod, the so lvable

range of the 6th2order compact schem e is larger than that of DR P schem e. How ever, the compu2
tational work load of the 6th2order compact schem e is far beyond DR P schem e.
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　　流体流动伴随有气动噪声,正确理解气动噪

声的产生与辐射传播特性是噪声控制的前提条

件。计算气动声学 (ComputationalA ero2A coustics,

缩写CAA )是近十几年来迅速发展起来的以气动



声学和计算流体力学为基础的新兴学科,其首要

任务就是设计适合气动声学问题的先进数值方

法,并用于流动噪声产生、传播过程的数值模拟,

获得气动噪声的产生机理与传播特性。与传统的

计算流体力学 (CFD )不同, CAA 所涉及的声学问

题是非定常、小量级、具有大空间尺度分布的,而

且计算区域远大于流场计算域,因此,采用数值方

法直接模拟气动噪声,面临以下几个问题:

首先,流场内存在 3 种物理波: 声波、涡波以

及熵波。声波以声速向全场各方向辐射,而熵波和

涡波具有较强的方向性,以与平均流相同的速度

向下游传播,但三者均以无耗散、无色散的方式传

播。为了准确模拟上述物理波的特性,仅仅相容、

稳定的高精度格式并不能满足要求,数值格式必

须低耗散、无色散、各向同性。

其次,声场脉动量级与平均场物理参数的量

级相差十分悬殊,有时甚至比紊流脉动的还要小

3～ 4个量级。为此,许多研究者在先获得平均场

解的基础上再求解线化 Euler方程获得声场的数

值解[1～ 3 ]。然而,对于某些流场致声问题,声源产

生的一个重要机制就是非线性,如未充分膨胀的

超声气流离开拉伐尔喷管后将出现复杂的波系结

构和啸叫噪声。对于这类问题,必须直接求解非线

性的 Euler或N avier2Stokes方程才能获得正确的

声场,这对计算机的计算能力,空间与时间离散格

式的数值精度均提出了严格的要求,否则,计算误

差噪声完全可能掩盖物理噪声[4, 5 ]。

声场的另一个特点就是空间尺度、时间尺度

都有较宽的分布范围。众所周知,流动本身就包括

大尺度涡以及个各种小尺度粘性涡,涡的尺度基

本小于流场特征长度,因此流场数值模拟所需要

的计算域不大。而声波波长 Κ一般大于流场特征
长度,相比之下声场的计算域要大得多。例如,为

计算射流直径为D 的超声射流噪声,计算域的在

每个方向上的范围至少接近 25D～ 45D。庞大的

计算域对数值格式的耗散、色散以及计算机资源

提出了很高的要求。

为了解决上述问题,人们首先基于CFD 技术

发展各种高精度格式如传统的高阶空间中心差

分, 4阶M acCorm ack 格式和 ENO 格式来用于声

的模拟; 后来又发展了更适于描述波状解的高精

度格式, 如谱方法、L ele 的紧致格式[6 ]、T am &

W ebb 的色散关系保持 (D ispersion R elation P re2
serving,缩写DR P)格式[7 ]。K im & L ee利用DR P

格式的基本思想在L ele 格式的基础上获得了优

化的紧致格式[8 ] ,提高了格式的精度。我国的傅德

薰先生进行了相关的研究,提出了高精度迎风紧

致型格式[9, 10 ]。根据研究资料来看,以L ele的 5点

6 阶紧致格式和 T am & W ebb 的七点DR P 格式

最著名,在声学问题的直接模拟中应用最多。本文

首先分别介绍L ele紧致格式与DR P 格式的基本

思想、色散关系与耗散特性,然后利用简单的算例

对 2个格式进行了比较。

1　紧致格式

　　紧致格式与谱方法相似,可以较好地模拟各

尺度流动,对计算网格的分布、边界形状的限制也

不象谱方法那么严格,而且可以利用较少的网格

结点获得高精度空间差分近似,因此多应用于非

定常流的直接数值模拟 (DN S)以及计算气动声学

中。

对于一维对流方程:

5 u
5 t

+
5 f
5 x

= 0 (1)

　　在 x 方向取均匀网格,网格步长为 ∃x。根据

紧致格式方程 (1)的空间一阶导数的离散形式如

下[6 ]:

Βf ′j - 2 + Αf ′j - 1 + f ′j + Αf ′j+ 1 + Βf ′j+ 2 =

c
f j + 3 - f j - 3

6∃x
+ b

f j+ 2 - f j - 2

4∃x
+

c
f j+ 1 - f j - 1

2∃x
+ b (2)

式中, f ′表示函数 f 的空间一次微分, ∃x , j 分别

为网格步长和网格标号。Α, Β, a, b, c则是格式的 5

个待定参数,其数值确定了格式的精度以及格式

所需要的格点数。把 (2)式左右两边分别在结点 j

处 T ayor展开,然后根据展开式两边对应项系数

相等确定待定参数。根据文献[ 6 ],若所选择的待

定参数保证 T ayor展开式两边含 ∃x
n 项的前面所

有对应项的系数分别相等,则紧致格式具有 n 阶

精度。那么,为获得 6阶紧致格式,则要求展开式

两边 ∃x 的幂次小于 6 的项的系数都对应相等,

然后求解线性方程组得到待定参数,如 5 点 6 阶

精度紧致格式的参数为: Α= 1ö3, Β= 0, a= 14ö9, b

= 1ö9, c= 0。如果 j 方向的网格结点数为N ,该格

式可表示为:

f ′j - 1 + 3f ′j + f ′j+ 1 =
1

12∃x
õ

(f j+ 2 - f j - 2) +
7

3∃x
(f j + 1 - f j - 1)

3≤ j ≤N - 2 (3)
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　　边界点及次边界点不能用上述格式,根据相

关研究经验及文献[ 6 ]的建议,次边界点用具有 4

阶精度的 Pade格式,而边界点采用 3阶精度的一

侧紧致差分格式。综合后, f 在各网格点上的一次

空间偏微分 f′为:

A f′= 1
∃x

B f (4)

其中:

f ′= [ f ′1, f ′2, f ′3,⋯, f ′N - 2, f ′N - 1, f ′N ]T

f = [ f 1, f 2, f 3,⋯, f N - 2, f N - 1, f N ]T

A , B 分别为N ×N 维的 3 对角矩阵和 5 对角矩

阵。可见,为了获得函数 f 在网格点的一次偏导

数的差分近似,必须进行大量的矩阵运算。

2　DR P 格式

　　波传播特性决定于其控制方程的色散关系,

因此,只要声波控制方程 (如 Euler 方程)的差分

方程与原方程具有同样的色散关系,那么差分方

程就可准确模拟声波的传播特性, T am & W ebb

基于该思想提出了色散关系保持格式[7 ]。要求差

分方程和原控制方程的色散关系一致,必须使二

者的有效波数与角频率相等。为达到这一目的,

T am & W ebb 不按传统方法仅依靠 T ayor展开法

来近似控制方程中的偏微分项,而是采用 Fourier

变换法转换到波数频率空间后,使差分方程与原

方程波数差的平方最小来优化差分近似。这样,差

分格式能很好地保持原偏微分方程的波传播特

性。

设模型方程 (1)的一次空间偏微分在网格结

点 j 处的有限差分近似为:

f ′(x ) µ 1
∃x 6

m

l= - n

a lf (x + l∃x ) (5)

其中, x = j ∃x。对 (5)进行 Fourier转换可以得到:

Ξ µ - i
∃x 6

m

l= - n

a le
ilΞ∃x (6)

其中 i= - 1。上式左边为差分近似 (5)的有效

波数,为区别起见下文用 Ξ′表示,公式 (6)表明差

分格式的有效波数 Ξ′并不等于原波数 Ξ,而是它

的周期性函数。若要求 (5)能很好的模拟波长大于

4∃x 的所有波,根据色散关系保持思想,则务必使

差分近似差分式 (5)的有效波数 Ξ′与原方程 (1)

的波数 Ξ在ûΞ∃x û< Πö2的范围尽可能接近,即:

E =∫
Πö2

- Πö2
ûΞ∃x - Ξ′∃x û 2 d (Ξ∃x ) =

∫
Πö2

- Πö2
Ξ∃x - - i 6

m

l= - n

a le
ilΞ∃x 2

d (Ξ∃x )

有最小值,然后根据最小值原理获得差分近似的

各系数 a l。另外,由 (6)可知当 n≠m 时有效波数

Ξ′是 Ξ复函数,为了避免这一问题,文献 [ 7 ]建议

采用 n= m = 3的对称色散保持格式 (边界区域除

外) ,其系数如下[5 ]:

a0 = 0

a1 = - a- 1 = 01770 882 380 518

a2 = - a- 2 = - 01166 705 904 415

a3= - a- 3 = 01020 843 142 770 3

　　该格式可模拟波长大于 6∃x 的波。文献[ 5 ]

还给出了边界格点的的迎风DR P 格式及其系数。

3　格式的色散关系及误差分析

　　由 Fourier 误差分析可知 5 点 6 阶紧致格式

(3)的有效波数与原方程波数的关系为:

Ξ′= 28sin (Ξ∃x ) + sin (2Ξ∃x )
∃x [ 18 + 12cos (Ξ∃x ) ]

(7)

　　根据公式 (6)、(7)即可获得DR P 格式、6 阶

紧致格式的有效波数与原方程波数的关系曲线,

如图 1示。图中横坐标是Ξ∃x ,纵坐标为 Ξ′∃x。理

想情况下,差分格式的波数与原方程波数完全相

等,即图中的直线。图 1表明无论 6阶紧致格式还

是DR P 格式都只能准确模拟部分小波数范围内

的波状解,一旦超过此范围,差分格式的有效波数

Ξ′越来越偏离原方程波数 Ξ。这说明两个格式在
模拟大波数波 (短波)时存在较大的色散误差。从

该图还可看出本文中紧致格式的有效求解波数范

围 (Ξ′∃x )m ax约为 116)大于DR P 格式的可有效求

解波数 ( (Ξ′∃x )m ax= 1115)。

图 1　空间差分格式有效波数与原方程波数

的关系曲线

F ig. 1　The curves of num erical w ave num bers of

two schem es versus actualw ave num ber

为了求解非定常的模型方程 (1) ,通常的时间

推进格式为高精度龙格- 库塔格式。即使采用的
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是无耗散空间差分格式,龙格- 库塔法时间推进

过程中仍然将伴随有耗散误差的产生[11 ]。本文以

4阶 4步龙格- 库塔时间推进格式为例,由 Fouri2
er误差分析得到了该格式的增长因子:

g = 1 + R +
R 2

2
+

R 3

6
+

R 4

24

其中R = - i∃ tΞ′, ∃ t为时间步长。可见, R 是与空

间差分格式有效波数相关的因子,对于本文采用

的 6阶紧致格式和DR P 格式增长因子为复数,它

的模为:

ûg û = 1 - 015∃ t2Ξ′2 +
1

24
∃ t4Ξ′4

2

+ ∃ tΞ′+ 1
6

∃ t3Ξ′3
2

　　如果ûg û大于 1,格式不稳定,小于 1 则存在

耗散,为了使格式稳定且具有足够的精度, ûg û应
小于 1并尽可能接近 1。分别将公式 (6)、(7)代入

上式即可计算出 5点紧致格式、DR P 格式与 4步

4阶龙格- 库塔法结合时增长因子的模ûg û ,如图

2。从该图可知: 增长因子的模ûg û小于 1,格式稳

定;对于DR P 格式, Ξ∃x 大于 1110后ûg û减小;而

对于紧致格式, Ξ∃x 大于 1180 后û g û才开始减
小。这说明 5点紧致格式、DR P 格式与 4步 4阶

龙格- 库塔法结合时在高波数范围将产生耗散,

且随CFL 数增加耗散越大;该图还表明紧致格式

不出现耗散所容许的波数远大于DR P 格式。

图 2　DR P 格式、紧致格式与 4步 4阶龙格- 库塔法

时间推进结合后的耗散特性

F ig. 2　The dissipation erro rs of 6th2order compact

schem e and DR P schem e com bined

w ith the four2order four2step

R unge2Kutta schem e

对比图 1 和图 2 可知,无论从格式可有效求

解的波数范围还是与龙格- 库塔时间推进结合后

的耗散特性看, 5 点 6 阶紧致格式优于DR P 格

式。

4　计算结果

　　以网格步长为特征长度、来流声速为特征速

度无量纲模型方程 (1) ,令 f = u。然后分别采用 6

阶紧致格式和DR P 格式对方程进行直接模拟。计

算网格结点数N = 401, 4步 4阶龙格- 库塔法时

间推进,为了忽略边界处理带来的影响,边界值由

理论解直接给出,计算采用的CFL 数为 017。图 3

(a)给出了初场 u (x , 0) = exp (- ln2×x
2ö9)、模型

方程推进到 10t0 时刻的数值解, t0 为特征时间,其

值等于网格步长与来流音速的比值。可见,两种格

式的数值解与理论解几乎完全重合; 且随时间推

进,这种规律依然不变,如图 3 (b)。

图 3　初场 u (x , 0) = exp (- ln2×x 2ö9)时不同

时刻的数值解与理论解

F ig. 3　The Comparison of num erical and exact

so lutions w ith in itial distribution

u (x , 0) = exp (- ln2×x 2ö9)

336第　5　期 杨爱玲等: 气动声学直接数值模拟的空间差分格式分析



图 4 给出了初场 u (x , 0) = exp (- ln2×x
2ö

4)不同CFL 时的计算结果。可见, 5 点 6 阶紧致

格式的计算结果与理论解吻合较好,仅仅在CFL

= 017时峰值附近产生了耗散; 而DR P 格式即使

在小CFL 数时也产生了较大的误差,这表明该紧

致格式可有效求解的波数已超过了DR P 格式的

可有效求解范围。图 3、图 4所示的计算结果与上

文的色散及耗散特性分析吻合。

图 4　初场 u (x , 0) = exp (- ln2×x 2ö4)时不同

CFL 数时的数值解与理论解

F ig. 4　The comparison of num erical and exact

so lutions w ith in itial distribution

u (x , 0) = exp (- ln2×x 2ö4)

at differen t CFL num ber

本文在 CFL = 011、初场 u (x , 0) = 015[H (x

+ 50) - H (x - 50) ]时对方程进行了数值模拟,图

5 (a)给出了推进到 50t0 时的数值解。可见无论

DR P 格式还是六阶紧致格式在模拟该矩形波时

均出现了强烈的、非物理高频数值振荡。这是因为

DR P 格式与紧致格式都是纯粹的中心差分格式,

无法抑制因初场、边界存在间断引起的高频振荡

之故。为了消除这些虚假的高频数值脉动,应在格

式中引入选择性人工粘性,对格式可以正确模拟

的长波不产生任何影响,而高频短波一旦产生就

能马上抑制。图 5 (b)为采用一定选择性人工粘性

后的数值解,结果表明选择性人工粘性的作用是

图 5　初场 u (x , 0) = 015[H (x + 50) - H (x - 50) ]

时的数值解

F ig. 5　The num erical so lutions w ith

in itial distribution

u (x , 0) = 015[H (x + 50) - H (x - 50) ]
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十分明显的。文献[ 12 ]对如何添加选择性人工粘

性作了详细的论述。DR P 格式与 6阶紧致格式都

是为流场非定常直接模拟提出的高精度格式,但

从格式与龙格- 库塔法结合后的耗散特性以及实

际数值模拟看, 6 阶紧致格式要优于DR P 格式。

不过, DR P 格式对一阶偏导数的模拟是显式, 计

算简便; 而紧致格式获得函数的一次空间偏微分

需要大量的矩阵运算,计算量大增。以本文计算为

例,在同样的网格、CFL 数、时间步长及初场条件

下推进同样时间步紧致格式与DR P 格式所用计

算时间比接近 400∶1。在声学计算中,随维数及

网格数的增加计算量和计算时间本就十分庞大,

因此选择差分格式时应综合考虑格式的精度要求

与计算量大小。

5　结　论

　　根据 Fourier 方法和实际数值计算分析了 5

点 6 阶紧致格式与DR P 格式的色散及其与 4 阶

4 步龙格- 库塔法结合后的耗散特性, 得到了以

下结论:

(1) 5点 6阶紧致格式与DR P 格式只能正确

模拟小波数范围的波状解,在模拟大波数即短波

时存在较大误差; 且两格式分别与 4 阶 4 步龙格

- 库塔法结合后,在大波数范围都将出现耗散现

象;

(2) 从格式可有效求解的波数范围及与龙格

- 库塔时间推进结合后的耗散特性看, 5 点 6 阶

紧致格式优于DR P 格式;

(3) 紧致格式所要求的计算量远大于DR P

格式。在进行声学计算时,应综合考虑格式的精度

与计算量大小进行格式选择。
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